Kvadratkomplettering

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 2)
Anders Kallén

Kvadreringsregeln

Nar man ska losa andragradsekvationer kan man anvanda en fardig
formel (ofta kallat pg-formeln), men battre &r att hdrleda den varje
gang genom att kvadratkomplettera. Detta ger namligen mycket mer
information.

Kvadreringsregeln
(a+b)? = a® + 2ab + b*

fas genom att man multiplicerar ut och illustreras geometriskt i
nedanstaende figur for positiva a, b:

Ovning 1 Forklara hur figuren kan anvandas till att illustrera att
(a—b)? = a* —2ab + V>
Kvadratkomplettring i en variabel
Om vi har ett andragradspolynom
p(x) =x*+bx+c

(notera att hogstagradskoefficienten &r ett), sa kan vi anvanda kvadre-
ringsregeln ovan till att skriva
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Detta kan anvindas till mycket. Men gor forst foljande 6vning.

Ovning 2 Kvadratkomplettera fljande polynom

a) X +2x+1, b) x*+2x-1, ) y¥r-y—6

Vad kan vi da anvdnda en kvadratkomplettering till?

Vi kan t.ex. anvdnda kvadratkomplettering till att bestimma nollstal-
len till polynomet (16sa ekvationen p(x) = 0).

Exempel 1 Los ekvationen x? — x — 2 = 0. Vi borjar med att kvadrat-
komplettera polynomet:

x27x72=(xf%)27(§)2,2:(x7%)277.

Att sitta detta lika med noll 4r ekvivalent med

Ibland gér det inte att hitta reella I6sningar till ekvationen:

Exempel 2 Polynomet p(x) = x> — x + 1 har inget reellt nollstllet,

v 1 1
P—x—2=(x—=)2—(3)?+1=(x— )2 +:.

2 2

Det sista uttrycket &r alltid storre &n 3/4, och kan déarfor aldrig bli

noll.

Ovning 3 Bestdm, om de finns, nollstillena till polynomen i forega-
ende 6vning.

Parabler

Vi borjar med en uppmjukningsévning som innehdller de viktiga
idéerna.

Ovning 4 Bestam (genom att kvadratkomplettera) det minsta varde
som andragradspolynomet p(x) = 4x2 + 12x + 17 kan anta. I vilken
punkt antas detta minimum? Har p(x) ndgra nollstéllen?

Grafen till ett andragradspolynom, alltsd en kurva y = ax? + bx +
¢, (a # 0), kallas en parabel. Den ritar vi l4tt om vi forst kvadratkom-
pletterar:
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Ovning 5 Bara genom att titta pa uttrycket ovan avgor foljande:

1. Vad &r det som avgor om kurvan har ett maximum eller ett mi-
nimum?

2. Ivilken punkt antas detta maximum/minimum?

. Vilket virde pa y far vi i denna punkt?

4. Vad maste galla for a, b, c for att ekvationen ax? +bx+c=0ska
ha en 16sning?

[6%]

Ovning 6 Rita grafen till fljande polynom:
2 2 2
a) x~—2x+5, b) x*—x—6, c) 2x*—8x+3.

Vilka av polynomen har reella nollstdllen? Vilka ar de i sa fall?

Kvadratkomplettering i flera variabler

Ibland behover man kvadratkomplettera ocksa andragradspolynom
i flera variabler. Detta innebar inget nytt, man tar en variabel i taget.
Dock kommer resultatet ibland att bero av i vilken ordning man valde
variabler.

Exempel 3 Kvadratkomplettera uttrycket x> — 2x + y? + 4y — 4. Har
kan vi ta x for sig och y for sig:

¥ —2x=(x-1)2-1, y*+4y=(y+2)%—4,
fran vilket vi far
o2ty dy—4=(x—1)2 -1+ (y+2)2-4-4=
(x=1)*+(y+2)°> -9
Ovning 7 Kvadratkomplettera polynomen
a) X*rex+y?—4dy+1 b) x*—y*+2%—2x—3y— 4z
Exempel 4 Nu ska vi istillet kvadratkomplettera uttrycket x? +

2y? — 2xy — 2x — 4y — 5. Har méste vi bestimma oss for i vilken ord-
ning vi ska ta variablerna.



Om vi borjar med x maste vi organisera termerna sa att vi kan
kvadratkomplettera m.a.p. x:

X2 422 —2xy —2x —4y —5=x2 —2x(1+y) +2y*> — 4y — 5=
(x—(1+y)*—(1+y)*+2y* —4y —5.
Vi har nu en kvadrat som innehaller x och inga andra x kvar. Vi maste
nu skriva om resten, som endast beror pa y, genom att kvadratkom-
plettera:
(x—(1+y)>—1-2y—y*+2> —4y-5=

(x—(1+y) +y*—6y—6=(x—y—1)>+(y—3)* - 15.
Vi ser alltsd att

X422 —2xy—2x —4dy—5=(x —y— 1)+ (y — 3)> — 15.

Fran detta kan vi avgora att (tank efter!!)

1. Det minsta virde som polynomet kan anta da vi varierar bade x
och y ar —15.

2. Vi kan fd véirdet —15 endast dd x —y—1 = 0ochy -3 = 0,
alltsada x =4 ochy = 3.

Ovning 8 Rikna om uppgiften men borja med att forst kvadratkom-
plettera m.a.p. y. Andras slutsatsen ovan?

Blandade évningar
Ovning 9 Kvadratkomplettera fljande polynom
a) 54 2x —x?, b) 7—10y — 42, ¢) x*+3x+4
d 1-x-—x% ) 16x>+9—16x.

Ovning 10 Bestdm, om de finns, de reella nollstillena till polynomen
i foregdende 6vning.

Ovning 11 Bestidm (genom att kvadratkomplettera) minsta virdet av
a) x?44x—1, b) 5x* —10x +21, ) ¥*Hx+1l.
Ovning 12 Bestdm (genom att kvadratkomplettera) storsta vardet av
a) 54+2x—x%, b) 7—10x—x%, ¢) 7—10x—4x>.

Ovning 13 Kvadratkomplettera uttrycken
a) x*+6y* +4xy, b) x® 4y +4xy, ¢) x>+ +2xy.
Ovning 14 Kvadratkomplettera uttrycken
a) x*—y? —22 4+ 2xy +4yz, b)  x? 427 4222 4 2xy — 2xz + 2yz.
Ovning 15 Bestdm det storsta vérdet som funktionen
floy,z) =10(x +y+2z) —x* —y* — 22

kan anta.




