Faktorisering av polynom

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 3)
Anders Kallén

Faktorisering

Att faktorisera betyder att skriva som produkter. Man faktoriserar
t.ex. heltal i primtal ndr man skriver

864360 = 2°.3%2.5. 74,

Vi sager da att 864360 kan faktoriseras i 2 (med multiplicitet 3), 3 (med
multiplicitet 2), 5 och 7 (med multiplicitet 4). Har ska vi intressera oss
for att faktorisera polynom. Det innebér t.ex. att vi skriver

x* +2x% —39x% — 148x — 140 = (x — 7) (x +2)%(x +5).

Hir ar faktorerna x +2,x + 5 och x — 7 och den andra forekommer
med multiplicitet 2.

I det hir arbetsbladet ska vi se ndrmare pa ndgra aspekter av faktorise-
ring av polynom, vilket bl.a. innefattar den betydelsefulla faktorsatsen.

Konjugatregeln
Den basala konjugatregeln
(a+b)(a—Db) = a* — b?

kan (for a > b) geometriskt illustreras som
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Ovning 1 For att forstd beviset maste man identifiera vad som &r a
och vad som ér b. Gor det!

Ovning 2 Forenkla uttrycken
a) (3x+5)2— (3x —5)?
b) (Vx4 vy) + VX +y)((Vx+ Vo) = Vx+y)

Utvecklade du kvadraten i a)? Rdkna da om uppgiften men anvand
konjugatregeln istallet.

Faktorisering av andragradspolynom

Ett andragradspolynom é&r ett polynom pé formen
p(x) = ax® + bx +c,

dédr a # 0 for annars blir polynomet inte av andra graden. For att
faktorisera det bryter man forst ut a sa att man far kvar ett polynom
med hogstagradskoefficient 1. Att faktorisera polynomet innebér att
vi vill skriva

p(x) = a(x —a1)(x - az)

for lampliga tal aq, a5.

Systematiskt gor vi detta genom att forst kvadratkomplettera och se-
dan anvanda konjugatregeln:

Exempel 1 For att faktorisera polynomet x? — x — 2 = 0 skriver vi

om det som

Rox-2=(v- g P - (3P -2= (- 5P -

Sedan anvander vi konjugatregeln pa denna skillnad.

3
(x - 5)2 - (5)2 =((r =)+ (x=35) = 5) = (x+(x - 2).

Faktoriseringen &r alltsa (x +1)(x — 2).

Ur detta foljer att x> — x —2 = 0 < (x + 1) (x — 2) = 0, och det senare
kréaver att antingen x + 1 = 0 eller x — 2 = 0. Sa polynomet har allts&
nollstdllena x = —1, 2.

Anmiirkning Ibland far vi ett + mellan de tva kvadraterna. Da kan vi
inte ga vidare och det gar inte att faktorisera polynomet.

Ibland kan man “se” faktoriseringen av ett andragradspolynom.
(x —a1)(x —ap) = x% — (a1 +a2)x + agaz.

Detta ger att ekvationssystem som ibland kan 16sas i huvudet.

Exempel 2 I fallet ovan ska galla att

aptap =1
Ky = -2
Om det finns heltalslosningar maste dessa vara faktorer i —2, vilket

ger kandidaterna +1,4+2. Enda kombinationen som duger helt och
hallet ar 2, —1.

Ovning 3 Los ekvationen x2 + 8x — 9 = 0 i huvudet. Gor det sedan
genom att systematisk plocka fram en faktorisering.

Ovning 4 Faktoruppdela féljande andragradspolynom, om det gar:
b) 6 — 2x — 4x2,

a) x* —3x+2, )X +x+1.

Faktorsatsen

Ett allméant polynom kan skrivas
p(x) = anx" +an,1x”*1 +...a1x +ap.

Det sdgs vara av n:te graden om 4, # 0.

Lat « vara ett tal vilket som helst. Vi kan da skriva

p(x) = (x —a)g(x) +C

dér q(x) ett annat polynom av grad n — 1 och C ett tal. For att se varfor
raknar vi ett exempel.

Exempel 3 Tag p(x) = x> — 2x2 — 5x + 6 och a = 2. Dé far vi
p(x) = (x —2)x2 =5(x —2) =10+ 6 = (x —2)(x*> = 5) — 4.
Vi har alltsé g(x) = x> —50ch C = —4.

Ovning 5 Gor samma sak (samma polynom som i féregdende ov-
ning) forst med & = 4 och sedan med a = 3. Vilken &r skillnaden
mellan de tva fallen?

Om vi har ett polynom p(x) och ett tal a« kan vi alltsa dérfor skriva
p(x) = (x — a)g(x) + C. Men da ser vi att

p(a) = (a —a)g(a) + C=0-¢g(a) + C=C,

sa konstanten &r polynomets véarde da x = a.

Ovning 6 Kontrollera att det stimmer i exemplet ovan.



Om vi kan skriva p(x) = (x —a)q(x) (alltsa C = 0) séger viatt (x — )
delar p(x) vilket vi skriver (x — a)|p(x).

Vi har nu foljande sats.

Sats (Faktorsatsen) Om p(x) dr ett polynom s& giller att

pl@) =0 < (x—a)p(x).

Ovning 7 Ange ett andragradspolynom som har nollstillena
a) 3,-2, b)) 2+./5.

Ovning 8 Bestim det 4:e-gradspolynom p(x) som har nollstillena
0,3,2, —1 och hogstagradskoefficient —2.

Exempel 4 Lat oss atergd till polynomet p(x) = x® —2x2 —5x + 6
ovan. Vi vill faktorisera det. Det finns allmdnna formler for hur man
l6ser tredjegradsekvationer, men de ska vi inte anvéanda.

Istallet gor vi sa att vi ser efter om vi kan “se” ett nollstille (vi har
hittat ett ovan, men lat oss ignorera det). Provar vi oss fram ser vi att

p(1)=1-2-5+6=0.

Faktorsatsen sédger da att vi kan skriva p(x) = (x — 1)g(x) och for att
bestdimma g(x) gor vi som ovan:

p(x) =x2(x—1) — x> —5x+6=x*(x—1) —x(x —1) —6x+6

=(x—1)(x*—x—6).

Det foljer att g(x) = x? — x — 6, som ér ett andragradspolynom, vilket

vi kan faktorisera som ovan:
g(x) =x* —x—6=(x+2)(x—3).
Vi har ddrmed fullstédndigt faktoriserat p(x) som
p(x) = (x +2)(x —1)(x — 3).
Ovning 9 Faktorisera foljande tredjegradspolynom sé langt det gar

a) x®—11x24+23x+35  b) x*—1.

Anmirkning Alla polynom gar naturligtvis inte att faktorisera i fakto-
rer pad formen (x — «) (kallas linjira faktorer). Om ett andragradspo-
lynom har komplexa nollstillen gar det t.ex. inte, om vi kraver att a
ska vara reella tal. Vi sdger da att vi faktoriserar 6ver de reella talen.
Om vi tillater &ven komplexa « (vi sédger da att vi faktoriserar 6ver de
komplexa talen), sa finns det en viktig sats, Algebrans fundamental-
sats, som medfor att varje polynom kan faktoriseras i linjara faktorer.
Men det r en annan historia!

Blandade évningsuppgifter

Ovning 10 Faktorisera foljande andragradspolynom
a) 3x*4+4x—4, b) 5x*—10x —40.

Ovning 11 Faktorisera foljande polynom i reella faktorer:

a)x®>=1, b)x?+1, c)x*-1,

d)x®+1, e)x*+27x

Ovning 12 Faktorisera féljande polynom
a)x®+2x2—2x—1, b)x®+4x>+6x+4,

Ovning 13 For vilka tal a blir polynomet x* + ax + 4 delbart med
(x —2)?

Ovning 14 Ar (x + 1) en faktor i polynomet x?015 4 x4 — x10 4 1.

) 2x* —3x% —x® +3x— 1.

Ovning 15 Polynomet x°> — 10x2 + 15x — 6 har nollstillet x = 1. Be-
stdm nollstillets multiplicitet och faktorisera polynomet.

Ovning 16 Faktorisera foljande polynom

a) x> +10x%+24x, b)) x*+10:°3+25x2, o) B -2x—4

Ovning 17 Faktorisera uttrycken
a) (P+yr -2 -4y, b)) (P +y7)? - (2xy)?

Ovning 18 Visa att

42— (PP + 2 —a?)=(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(at+b+c).

Visa sedan att hogerledet kan skrivas om som

. a+b+c
lop(p —a)(p—b)(p—c)dirp = ——F—.

Ovning 19 Faktorisera x° + x? — 6x — x%y — xy + 6y.



