Ekvationsl6sning

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 6)
Anders Kallén

Om ekvivalenser och implikationer

Nar man 16ser ekvationer sa ar viktigt att skriva ut en korrekt logik.
For detta dandamal, och for att minimera hur mycket man behover
skriva, har matematiken infort s.k. implikationspilar <, <=, =. I detta
arbetsblad ska vi se hur dessa ska anviandas.

Som introduktion skriver vi ner ett exempel som handlar om ett ekva-
tionssystem.

Exempel 1 Vad innebaér logiken i

x+ =2 =2 =3
" < *y & * ?
x—2y =5 -3y =3 y=-1
Tecknet < betyder att det som star till vanster dr sant precis da det
till hoger ar sant. Uttrycket x 4y = 2 &r ett pastaende, eller blir i varje
fall om vi tar tal x,y och stoppar inidet. Om vitar x = 1ochy = 2

sa star har 3 = 2, vilket ar ett falskt pastdende. Tar vi x = y = 1 far vi
2 = 2, vilket &r ett sant pastaende.

Langst till vanster har vi tva pastdenden, x +y = 2, x — 2y = 5 och
den forsta ekvivalenspilen innebér att dessa tva pastdendena bada ar
sanna precis da pastdenden i hogerledet, x +y = 2 —3y = 3, ar
sanna, vilka vi ser kraver att x = 3 och y = —1. Detta talpar &r darfor
l6sningen pa vart ursprungliga ekvationssystem.

Inneboérden av implikationssymbolerna dr nu

A & B: Péstdendet A ar sant precis da pastaendet B dr sant. Om ett
av dem ér falskt ar alltsa dven det andra det.

A = B: Om pastdendet A ar sant, sa maste dven pastdende B vara
sant. Dock géller att B kan vara sant utan att A ar det!

A < B: Om péastaendet B ar sant, s& mdste dven pastaende A vara
sant, alltsa detsamma som B = A.

Ovning 1 Fyll i de logiska symboler som ska ersitta fragetecknen i
nedanstaende rakning:

V3i-x=x-1 2?2 3—x=(x-1)7? 2
(x=2)(x+1)=0 ? x =2 eller x=—1.

Vilka x l6ser den forsta ekvationen?

I det hir arbetsbladet ska vi diskutera nagra olika typekvationer som
man maste kunna l6sa.

‘ Skriv ut logiken ordentligt i varje 16sning!

For din egen skull!

Nagra viktiga observationer

Ovning 2 Los ekvationerna (skriv ut implikationspilar ordentligt!!!)
(a) (x+1)2=256, (b) (x—1)>=2(x—1).

Hur manga 16sningar fick du till den andra ekvationen? Téank pa att

‘ Du far aldrig dividera med noll ‘

oavsett om du dr medveten om att du gor det, eller ej! Inte ens om det
stdr 0 i tdljaren (0 kan inte forkortas bort).

Anmiirkning Det sdkraste sittet att 16sa b) &r foljande:
(x—1)2=2(x-1) e (x-1)2-2x-1)=0& (x—-1)(x—=3)=0
fran vilket resultatet kan avlasas.

Ovning 3 Los ekvationen

3x2 -3
x—1

=0.
Fick du tva losningar? Tank efter varfor det ar fel!

Geometriska problem kan ofta formuleras som ekvationssystem.

Ovning 4 Bestdm i vilka punkter den réta linjen y = 2x + 1 skar kur-
van x? — 2x +y? + 4y — 4 = 0. Detta &r ett ekvationssystem: tva villkor
ska gilla samtidigt

x> —2x+y?+4y—4=0
y=2x+1

Los det!

Variabelbyten

Vissa problem ska l6sas i en tvéstegsprocess genom att man i en ekva-
tion forst gor ett variabelbyte.

Exempel 2 Vi ska losa ekvationen
4 —9.2v142=0.

Vi har att 4% = (2¥)2 och 2¥~1 = 12* enligt potenslagarna, vilket
betyder att x forekommer endast i kombinationen y = 2*. Vi skriver
darfor ekvationen i y och far

9
2—7 =
Y 2y+2 0.

Men detta dr en andragradsekvation som vi kan faktorisera:

2y — )y -+
yosyt2=-49-3)

(notera att % =4+ %). Nu har vi bestamt y till att det maste vara
antingen 4 eller 1/2. Det aterstar att finna x, d.v.s 16sa ekvationerna
2% = 4 0ch 2* = 1. Den forsta har losningen x = 2, den andra 1osning-
enxy = —1.

Ovning 5 L&s ekvationerna

a) ¥*—2x2-2=0, b)) (Inx)>—9Inyx+2=0.

Rotekvationer

Vi har ovan introducerat ett problem vid l6sandet av rotekvationer —
att det inte giller ekvivalens i alla 16sningsstegen. Har &r ett exempel
till.

Exempel 3 Vilka x uppfyller ekvationen v/x +5 = x — 1?

Forsta steget dr att fa bort | /-tecknet genom att kvadrera ekvationen.
Men da géller inte ekvivalens, utan

Vith=x-1 = x+5=(x—1)>2



Hoger om implikationspilen har vi en andragradsekvation som vi
hanterar som vi brukar med dem:

x+5=x-1)2ex®-2x+1-x-5=0x2-3x—4=0
< (x+1)(x—4)=0.

Vi har dérfor 16sningarna x = —1 och x = 4 till andragradsekvationen.

Men loser de det ursprungliga problemet? Det méste vi kontrollera:

e Med x = 4 blir den ursprungliga ekvationen v/9 = 4 — 1, allta
3 = 3, vilket dr sant.

e med x = —1 blir den ursprungliga ekvationen v4 = —1 — 1,
alltsd 2 = —2, vilket inte ar sant.

Av de tva mojliga 1osningarna &r alltsd bara den ena korrekt. Sa svaret
arx = 4.

(")vning 6 Varfor dok losningen x = —1 upp i rdkningarna?

Ovning 7 Los ekvationerna

a)Vx+2=x, b)Vx+2=-x, c)x—Vx—2=4,
Logaritmekvationer

Aven ndr man l6ser logaritmekvationer maste man ténka pa att det
som ser ut som ekvivalenta pastdenden inte nodvandigtvis ar det. Fol-
jande exempel illustrerar.

Exempel 4 Vi ska losa ekvationen
In(x —2) +In(x —3) =In2.

Om vi direkt anvander logaritmlagarna skulle detta vara ekvivalent
med att

In(x —2)(x—3) =1In2,
vilket betyder att vi maste ha
(x=2)(x=3)=2x*-5x+6=24 (x—4)(x—1)=0.

Losningarna pé ekvationen skulle alltsd vara x = 4 och x = 1.

Men om vi kontrollerar l16sningarna (vilket man alltid ska géra om
det gar) ser vi att for x = 4 far viIn2 +In1 = In2, vilket 4r sant
eftersom In1 = 0, men for x = 1 far viivinsterledet In(—1) 4+ In(—2),
och logaritmfunktionerna dr endast definierad for positiva argument. x =1
dr alltsa inte ett tillatet varde.

Diremot dr x = 1 ett tillatet (och korrekt) viarde for ekvationen
In(x — 2)(x — 3) = In2, eftersom (—1)(—2) = 2. Vi ser att nir vi
satt ihop logaritmerna far vi ett argument som &r definierat for fler x
an ursprungsekvationen. Vi har alltsa endast att

In(x-2)+In(x—3)=In2 = In(x—2)(x—3)=In2,

men inte ekvivalens. Precis som for rotekvationen.

Ovning 8 Los foljande logaritmfunktioner

a) 2lnx=In(x+2), b) Zog(x+1)+2log(x—1) = 3.

Ekvationssystem

I flerdim é&r det viktigt att man kan 16sa enklare ekvationssystem. Lin-
jdra saddana avhandlas i kursen i linjar algebra, men det finns dven
andra system som man maste kunna hantera. I vissa fall handlar det
om att faktorisera ekvationerna och sedan identifiera ett antal fall.

Exempel 5 Vi vill hitta alla x, y som loser systemet

2xe YV — 3¢V 4 xyze_xz_y2 =0
72y7x2y+y3 =0
Forsta steget dr da att faktorisera alla ingdende ekvationer sa langt
man kan. I vart fall blir detta

{x(2x2+y2)e_"2_y2 =0 {x(2x2+y2) =0

== .
—y(2+x2—y?) =0 y2+x2—y*) =0

(Det &r viktigt att dividera bort faktorer som aldrig kan bli noll - de ar
bara stérningsmoment.) Men detta kan ocksa skrivas som

x=0eller x> —y? =2
y=0eller x> —y?> = -2

Detta steg ar viktigt. Tank igenom det ordentligt, for nu ska vi konsta-
tera att ur detta kommer fyra fall vilka ska l6sas var for sig:

FallI: x = 0och y = 0, vilket ger den enda l6sningen (0,0).

Fall I: x = 0 och x2 — y?> = —2 vilket 4r ekvivalent med att x = 0
och y? = 2. Det finns darfor tva losningar till detta, (0, ++/2).

Fall III: x% — y2 = 2 och y = 0, vilket ar ekvivalent med x2 =2 och
y = 0, alltsa 1sningarna (++/2,0).

Fall IV: x2 —y?> = 2 och x> — y?> = —2. Men detta kan naturligtvis
inte hdnda (varfor?), sa det systemet saknar 16sningar.

Vi ser att vart ursprungliga system har losningarna
(0,0), (£v2,0), (0,£v2).

Ovning 9 Los ekvationssystemet

2 x—(x2+3y*)x =0 ) 2x+ (2 —-1) =0
3y — (x2 +3y?)y = 0. 2xy = 0.

Blandade uppgifter

Ovning 10 Los foljande ekvationer

A)Vx+2=v2x+1, b)V3x+2=vV2x+1, ¢o)Vx+2=+x

Ovning 11 Los ekvationerna

a)Vx—2Vx+3=x b) B+vx)(3—vx) =8z,

c)ﬁ:%—o—\/?)—kx.

Ovning 12 Los ekvationerna
a) 9°46-3=7, b)) 2.352=4
Ovning 13 Los ekvationerna
a) 3%42.3"1 =21, b) 3.2 _2¥ =402,
) ¥ 4e—2=0, d) 2-100°—10" = 6.
Ovning 14 Los foljande logaritmekvationer
a)3In(x +1) —Inx® = 6In4,

b) In(x —2) +Inx =31In2

¢) In(x+1) +In(2—x) = In(x —1)?, d) 1g(3x) +1g(x +1) = 21g(x —1).



Ovning 15 Los ekvationen

Ig(4x> +7) B
lg(2x —1)

Ovning 16 Los ekvationerna
a) Inx+In(x—1) =Ine, b) 2In(x—4)=Inx+1In2,
¢) In(3* 43" =1.

Ovning 17 Los ekvationssystemen

2xy = 2x%y 6xy? = 6x%y
a) 2 42,2 b) 34,3
x° —4x“y- = 0. x4y =1

Ovning 18 Los ekvationssystemen

2xy —3y+2 =0 26ty —1=Ax
XY — =
) 2y Y b) {2xy =AMy
xc—3x—4=0. 2 5
x*+y- =1

(I'b) har vi tre obekanta: x, y, A).




