Absolutbelopp

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 8)
Anders Kallén

Absolutbelopp och avstand

Lat P, Q vara tva punkter. Det spelar ingen roll om det &r pa en linje,
i planet eller i rummet (eller hyperrymden). Vi definierar

|P — Q| = avstdndet mellan P och Q.

Betydelsen av detta varierar med var punkterna ligger.
Exempel 1 For reella tal betyder detta att vi har

[5—3|=2, 3-5]=2.
I detta fall skriver vi ocksa

|x| = |x — 0] = avstandet fran x till 0.

Exempel 2 For en punkter i planet far vi t.ex.

2,3) - (L] = /2 1)+ 3-1)2 = V5.

Detta krdver att vi anvinder Pytagoras’ sats! Aven har skriver vi

|(x, )| = |(x,y) = (0,0)]

som alltsé &r avstdndet frén (x, y) till origo i planet.

Exempel 3 For en punkt i rummet far vi t.ex. (igen genom att anvan-
da Pytagoras’ sats)

2,3,4) - (1,11 = /@ 12+ (3- 12+ (4 -1)2 = VId

Kan du rita en figur som overtygar dig om att detta verkligen ar av-
sténdet mellan punkterna?

Anmiirkning Notera att avstand aldrig kan vara negativa!

Ovning 1 Bestim

a) 13, b) [=3[, ¢ [5-6 d) |-3-9|

Ovning 2 Bestim

a) 1(23), b)) 123)=(65)] ¢ |(-4-21)—-(10-1)]
Med hjélp av absolutbeloppet kan vi ge enkla formler for alla punkter
som har samma avstind till en given punkt.

1. Alla punkter x pa reella linjen som har avsténdet r till punkten
a ges av ekvationen |x —a| = r. Detta blir de tvd punkterna
a—r,a+r.

2. Alla punkter (x,y) i planet som har avstandet r till punkten (a, b)
ges av ekvationen

|(y) = (@b)| =re\/(x—a)> +(y—b)>=r
s ((x—a)?+y-br=r>L

Detta dr darfor ekvationen for en cirkel med medelpunkti (4, b)
och radien r.

3. Alla punkter (x,y,z) i rummet som har avstdndet r till punkten
(a,b,c) ges av ekvationen

(,y,2) — (@,b,0)| =r & \/(x—a2 + (y =02+ (z—c)2 =

S x—a)+y—b*+(z—c)?=r

Detta dr ekvationen for en sfir med medelpunkt i punkten
(a,b,c) och radien r.

Ovning 3 Los ekvationerna

a) |x—=1/=2, b) |x+5/=v2, ¢

2—x|=1, d) [Bx—5|=1.

Ovning 4 Ange, utan att anvanda absolutbelopp, de x som 16ser fol-
jande oliheter:

a)|lx—=1] <2, b)|x+5>v2, ¢))2—x]<1, d)1<[3x—5|<3.
Ovning 5 Skriv olikheterna 7/3 < x < 15/3 pa formen |x —a| < b.

Tanker vi nu efter sa ska vi kunna inse att for ett reellt tal x géller att

X
x| =
—x

T.ex. giller att | — 3| = —(—3) = 3.

omx >0
omx <0

Ekvationer med ett absolutbelopp

En funktion som innehaller ett eller flera absolutbelopp behover ofta
skrivas utan dessa, och da tvingas man dela upp i olika fall.

Exempel 4 Vi ska skriva funktionen f(x) = x + |x — 1| utan att an-
vinda absolutbelopp. Det forsta vi observerar dr da att |x — 1| blir
olika om x > 1 eller x < 1:

xlz{xl
—(x—-1)

Ur det foljer da att

_Jx4+(x=1) omx>1 [2x-1
T e

omx>1

omx <1’

omx >1

1) omx<1 |1 omx <1’

Ovning 6 Rita foljande kurvor genom att forst bestimma hogerledet
i olika delintervall:

0) y=lx=1, b) y=|x+5, ¢ y=[-x|, 4 y=[x-5.

Ekvationer med flera absolutbelopp

Nar en ett uttryck innehaller flera absolutbelopp maste man dela upp
iflera fall.

Exempel 5 Vi ska losa ekvationen
|x+3|+2x — 1] = 4.

Det forsta vi observerar dr da att

x+3 x> -3
x+3|={ -

2 1] 2x—1 x >
’ X — =
—(x+3) x<-3

—(2x-1) x<

Nl N|—

(Téank igenom detta noga! Det dr nyckeln till att kunna l6sa uppgiften.)
Vi delar nu in x-axeln i tre delar och skriver upp vilket uttryck vi har
ivar och ett av omradena. Sedan loser vi dessa ekvationer:



x <=3 —3<x< x>%

1
2
—(x+3)—(2x—1)=4 | x+3—-(2x—1)=4 | x+3+2x—1=4
& & &
“3x=6&x=-2 x=0 3x=2&x=1%

Falsk ty —2 > —3 Sann Sann

Sista raden &r har viktig! Nar vi har fatt fram 16sningen i varje omra-
de maste vi kontrollera om den verkligen ligger i omradet. Svaret ar
alltsa att den ursprungliga ekvationen 16ses av x = 0 och x = 2/3.
For att forsta detta hjalper mojligen figuren nedan till. Den forestéller
kurvan y = |x + 3| + |2x — 1| 6ver ett relevant intervall. Den dr ritad
genom att vi anvander rdkningarna ovan till att se att

—3x—-2, x< -3
y=49q—x+4, —3§x§%.
3x+2, x>%

I varje intervall ska vi alltsé rita en rét linje. Detta &r den bla kurvan i
figuren nedan.

10 %

Har ser man forst att de tva sanna losningarna dr de punkter dar
den bla kurvan skér den streckade horisontella linjen y = 4. Den
falska roten uppkommer genom att vi extrapolerar (drar ut) linjen
y = —3x — 2 (vilket &r vad hogerledet ar dd x < —3). Vi ser att den
extrapolerade linjen nér nivan 4 i punkten x = —2.

Ovning 7 Los foljande ekvationer:
a) 2x—|x| =6, b) |x+1]+|x—2[=6
c) [2x—1]+]2x+1] =4, d) 43x—1|+|6x+3| =6
Ovning 8 Rita foljande kurvor
a) y=2x—|x|, b) y=I|x+1]+|x-2|
) y=[2x—1|+2x+1|, d) y=43x—1|+|6x+3|

och markera losningarna i figuren till motsvarande problem i forega-
ende 6vning.

Olikheter med absolutbelopp

Att undersoka olikheter som innehaller absolutbelopp innebar inget
nytt som foljande exempel visar:

Exempel 6 Vi ska bestimma alla reella tal x som uppfyller

[x2 =24+ x > 0.

Forst maste vi dela upp i fall, och dessa bestdms av nér det som star
innanfor absolutbeloppen ér noll: i det har fallet x> — 2 = 0. Det gor
att vi har tva fall: x> > 2 och x? < 2. Vi tar dem var for sig:

x2 > 2: 1det fallet far vi
¥ =24+x>0s (x—1)(x+2) > 0.

Denna olikhet kraver x < —2eller x > 1, och eftersom dessutom
x? > 2 54 giller totalt att

x < =2 eller x > V2.
x2 < 2: Idet fallet far vi
—(*=2)+x>0e (x—2)(x+1) <0,

vilket dr sant om —1 < x < 2. Men dessutom ska x2 < 2, varfor
vi ser att detta villkor dr uppfyllt om

—1<x<V2.

Satter vi samma dessa villkor far vi att olikheten &r uppfylld omm
x < =2 eller x > —1.
Ovning 9 Bestam de x som uppfyller
|x? =2 + |x| > 4.

Blandade 6évningar

Ovning 10 Bestim alla reella tal x som uppfyller

a) |x+2| <3och|x—1]| <4, b) |x+1| >5o0ch|x+4]| <2.
Ovning 11 a) Hur langt ifrén origo ligger punkten (—3,6)?
b) Vilken omkrets har en triangel vars horn finns i punkterna
(—1,-1),(4,2) och (2,4).

Ovning 12 Bestim de x som uppfyller

[x? =2 + |x| > 2.



