Trigonometriska funktioner

Repetitionsmaterial (Arbetsblad 10)
Anders Kallén

Vinkelmatning

Vinklar mater vridningar och kan métas i pa olika sétt, beroende av
hur vi beskriva vridning ett helt varv.

- Den klassiska matstorheten ar grader, dar vi séger att ett helt var ar
360°.

- Inom analysen vill vi istéllet beskriva vridning med hur langt vi ror
oss langs enhetscirkeln under vridningen, vilket betyder att ett helt
varv ska vara 27t. Denna enhet kallas radianer, men det skriver vi
sallan ut.

Sambandet mellan grader och radianer ar alltsa att 1 varv =360° = 27
radianer. Fran det kan vi latt 6verséitta en viss vinkel fran det ena till
det andra:

Exempel 1 2/3 varv svarar mot vinkeln % 360 = 240 grader och
% -2 = %” radianer. 60° svarar mot %0027[ = % radianer, medan %
radianer svarar mot

-360 = sgfo = 45 grader.
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Ovning 1 Omvandla 75° och 210° till radianer.

Ovning 2 Omvandla 71/6 och 237r/12 radianer till grader.

Definition av de trigonometriska funktionerna

De trigonometriska funktionerna sinus, cosinus och tangens definie-
ras bast med hjélp av enhetscirkeln. D4 far vi en definition av dem
som fungerar for alla vinklar. Deras definition framgar av figuren ne-
dan.

sin x| tan x

Detta definierar sin x och cos x for alla vinklar 0 < x < 277, men bara
tanx da —71/2 < x < /2 Notera att tangens inte dr definierad i
x = +m/2!

Ovning 3 For vilka x ar sinx < 0? Nér ar cos x < 0 och nar ér tan x <
0.

For att f4 funktionerna i andra punkter &n dessa anvander vi att sinus
och cosinus dr 27r-periodiska, medan tangens &r r-periodisk.

Nar man ska bestimma vardena pé de trigonometriska funktionerna
for olika vinklar kan man ibland anvédnda sig speciella trianglar. De
klassiska vinklarna i detta sammanhang &r 30°,45° och 60°. Foljande
exempel skisserar hur man gar tillvaga.

Exempel 2 For att bestimma cos 7, sin J och tan ¥ ritar vi ut vinkeln
i enhetscirkeln.
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Vi ser da att motsvarande radie kommer att vara diagonal i en
kvadrat, vars sida dr 1/+/2. Det betyder att

cos T_ sin r_1
4 4 2
Vidare, om vi fortsétter radien ut till den vertikala linjen, sé far vi en
diagonal i en kvadrat med sidan 1. Det foljer att tan T = 1.

Exempel 3 Om vi istéllet ritar ut vinkeln 7r/3 pa enhetscirkeln, sa ser
vi att vi far en ratvinklig triangel som méaste ha en toppvinkel 77/6.

LJ‘:I
dix

Den blir darfor en halv liksidig triangel med sidan 1. Ur det och Pyt-
hagoras’ sats foljer da att

V3

n 1 LT
cos 7 = 5, sin > = —-.
Drar vi igen ut radien till den vertikala linjen far vi en lite storre halv
liksidig triangel, men nu ar det halva sidan som &r 1. Hojden &r darfor
v/3 och vi ser att
tan Z- V3.
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Ovning 4 Genomfor foregdende exempel for vinkeln 77/6 och kon-
statera att

V3 7T 1

. Tt 1 T
sin — = —, oS — = — tan — = —.

6 2 6 2 6 3

Ovning 5 Berikna (glom inte att rita upp enhetcirkeln och vinkeln i
den!)

51 . 37
a) cos ==, b) sm(ff), c) tanT,

Samband mellan de trigonometriska funktionerna

Det finns ett antal viktiga samband mellan trigonometriska funktio-
ner, vilka harleds direkt ur grundfiguren. I f6ljande 6vningar ska du
overtyga dig geometriskt om varfor nagra av de viktigaste av dessa
samband géller (antag for enkelhets skull att 0 < x < 77/2).

Ovning 6 Visa att

a) cos?x +sin?x = 1,
sin x

b) tanx = ,
Ccos x




¢ 1+tan’x =

2
08
d) cos(5 —x) =sinxochsin(5 — x) = cosx
e) cos(Z +x) = —sinx mensin(% + x) = cosx

Forklaringen ska vara rent geometrisk i samtliga fall!

Grundlaggande ekvationer

Att ga bakldnges med de trigonometriska funktionerna ar lite trixiga-
re. Men ritar man figur ger det sig!

Exempel 4 Vi ska hitta alla x sddana att
inx 1

inxy = .
° 2

Vi borjar da med att hitta alla sadana x som ligger mellan 0 och 27,
och det gor vi genom att rita en figur (sa tappar vi inte bort nagot).
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Det vi soker &dr de tvd vinklar som svarar mot skiarningspunkterna
mellan enhetscirkeln och linjen y = % Fran Ovning 4 ovan ser vi att
den roda vinkeln dr 7t/6 och da blir den bla vinkeln 7w — 7t/6 = 571/6.

Men detta &dr inte hela svaret. Vi kan ldgga till godtyckliga varv
till detta och f& vinklar som uppfyller ekvationen. Svaret &r alltsa
x = 1t/6 +k2m eller x = 57/6 + k2, dir k kan vara ett godtyck-
ligt (positivt eller negativt) heltal.

Ovning 7 Los pa motsvarande sitt som i exemplet foljande ekvatio-
ner

1
cosx = , c) tanx =1

a) sinx = - b) 3

Ovning 8 Bestim, genom att rita figur, vad sinx och cosx ar om
tanx = —1.

Exempel 5 Vi ska l6sa ekvationen sin(2x) = sin(3x). Vad vi sett frén

ovan ér att sina = sinp < a = B+ k2 eller & = 7T — B + k277 (tdnk
efter ordentligt). Med & = 3x och B = 2x betyder det att vi har tv4 fall

(i) 3x =2x+k2m < x = k2,
(i) 3x=n—-2x+k2n & 5x=n+knex= I+ %0

Vi har alltsa att antingen ska x = 2k eller x = £ + ZI‘T” for nagot
heltal k.

Ovning 9 Los ekvationen cos(3x) = sin Z.

Ovning 10 Los foljande ekvationer

a) cos(3x) = cosx, b) sin(2x) = sin(3x + %)

Halva och dubbla vinkeln

Det finns tre fundamentala satser om trianglar som du forutsatts kun-
na fran tidigare. For att formulera dem utgar vi ifran foljande triangel.

b
Har &r de tre satserna:
besina

Areasatsen: Arean = >

. sina sin sin
Sinussatsen: = P = T

a b c

Cosinussatsen: a2 = b2 + ¢ — 2bc cos a.

Vi ska hdr anvianda dessa satser till att hédrleda de viktiga formlerna
for dubbla och halv vinkeln av trigonometriska funktioner. Betrakta
nedanstaende triangel.

Areasatsen medfor att

1 . 1 . . .
fsm2x:2§smxcosx & sin2x = 2sinx cos x

2
och cosinussatsen att

1- 2
(2sinx)2=141—2cos2x < sin’x = %.

Denna formel kan skrivas om som forsta likheten i
cos2x =1 —2sin?x = cos? x — sin® = 2cos? x — 1;

den andra och den tredje f6ljer ur den trigonometriska ettan. Tillsam-
mans med
sin2x = 2cos x sin x

ger detta formler for dubblan vinkeln. Vi far ocksé formlerna for halva
vinkeln:

L9 X 1—cosx X . 1-+cosx
sin? = = cos? = =1 — sin? _

1 cosx X
2 2 7 T2 2 2

Ovning 11 Berdkna sin ¥ och cos .

Ovning 12 Los ekvationen cos2x = 1+ sin x.

Blandade uppgifter

Ovning 13 Vilka virden kan cosa anta om sina = 0.6?

Ovning 14 Bestam alla 16sningar till ekvationerna

a) sinx—1 b) sinx——ﬁ c) cosx—L
- 2/ - 2 4 - \/E

1

d) tanx = -1, e) tanx =3, f) cos3x = 5

Ovning 15 Los ekvationerna

a) sin3x =sinx, b) tanx = tan3x.



Ovning 16 Los ekvationerna

a) sinx = cos2x, b) cos4x = sinx.

Ovning 17 Los olikheten | cos(x + )| < %

7
Ovning 18 Los ekvationerna

2

. 1 V3
a) sinx-cosx =, b) cos”x —sin ==

c) sindx = cos3x, d) cos2x =3sinx +2.

Ovning 19 Lés ekvationerna

. 1 . 1
a) costx —sinfx ==, b) costx +sinx = 5

Ovning 20 Visa att 1+ sin2x = (sin x + cos x)?.




